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Chapitre 6 : Relations métriques et figures équivalentes

1. Définitions

Relations métriques :  Ce sont trois relations qui, en plus de la relation de
Pythagore, permettent de trouver des mesures
manquantes dans les triangles rectangles.

Il est possible de montrer que dans tout triangle rectangle, la hauteur relative a
I'hypoténuse détermine deux triangles semblables au triangle ABC, d'ot découlent les
trois relations métriques.

Soit le triangle ABC rectangle en C :
hauteur relative
a 'hypoténuse

Hauteur relative & I'hypoténuse (CH): Dans un triangle rectangle, c'est la hauteur
issue de l'angle droit.

Montrons que les trois friangles sont semblables :

e AABC ~ NACH (N EC¢A Par refﬂewvﬁe/ de le relatienn p/j'-;@rmﬂhr@ .

LACH =4 AKC Rar ﬁ!ﬁ’y)ﬂfkgse (0w CH est one houdeor. . )
ARBCVARCH  Par AR (Phrase )

* AABC ~ACBH LB Par M: £lo X WHCJ do lo yeled \‘cm d ‘!‘T'::(;: et
LpcthZsclp far b \{{f’)cﬁ;ﬂf?@‘%@
ARBCVACPH  par AR ( Phrmse )

e Par la transitivité de la relation de similitude, AACH ~ ACBH!
e Donc, AABC ~AACH ~ ACBH . | les 3 rela hors »m’t"nqucz% decoolent
de la similidude den % tra mj(m :
1




Moyenne proportionnelle : nombre obtenu en prenant la racine carrée du
produit de deux nombres. ‘

Exemple : Pour "f et G} ley mauenﬂ({, (bmmrﬁwmd@ Qﬁ‘t é)
dJ \/LI Q
(a =-Nag "

Ainsi, dans une proportion, lorsque les 2 extrémes ou les 2 moyens ont la méme valeur,
cette valeur est dite moyenne proportionnelle.

Exemple : A 1o b =425
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Soit le triangle rectangle suivant :

\,‘\\.\j/ = g ‘\ "4 . (V"‘X'Q/ﬁ

b

AB: h\(/'no’fe nousSe,

BC: 8rcmch chk;ﬁé

AC: {JQ’HTQ coct l/LE’k’/

b
1)

CH: hewdeor relodive & l%\LQo’tch’o
pre 2@9’0 1048 !/WDO‘fi’nusQ, dll ou_ S w'_wi

a
T

m|

A pm{g&cﬁwﬂ S /hypo'femae de lae oy
cocthaie AC




2. Les relations métriques

Relation 1 :Dans un triangle rectangle, la hauteur relative a I'hypoténuse est
moyenne proportionnelle entre les deux segments quelle détermine sur

I'hypoténuse.

e

MeH mAH
méA  ‘mCH
BT . o A
Seaqmemt de, H \
I;J Jo e Segme,rrl de
\{p() enuye, lh\/potnuse)

Relation 2 : Dans un triangle rectangle, la mesure de chaque cathete est moyenne
proportionnelle entre la mesure de sa projection sur I'hypoténuse et
I'hypoténuse entiere.

Avec CH : Avec CA
= — T MmAB

mEC = mpA mAS - —

- — mAH AcC,

il m BC

B —
progetion 2
L A —~ 2
h\lpg‘fcnusre)

Relation 3 :Dans un triangle rectangle, le produit des cathétes est égal au produit
de 'hypoténuse et de sa hauteur relative.

e . —_— - _
Y AC. > mMCAR = mAB « mcCH
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Démonstrations :

Relation 1: Dans un triangle rectangle, la hauteur relative a I'hypoténuse est moyenne
proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur
I'hypoténuse.

Soit “ACBHn ACAH _Voiur p-l

(&
MCH =M E)H lon colan I’\OMOIOSUQS da
mAK  mCH +V10ﬂ3u5 sem blabln sori X

. & PYBPQ\\("i' emnels .

H

(maﬂ =mAH" mbH ,O"Lﬂo e Pmp:n(‘he/n IZ
P C’JWJ dan ««Hremg

al odut de
M/Q%eaﬂ o PY

ma\: \m AR - mEH

Demc. ler hevoteor veladive @ Uiy oo eNAe est moyenne pmpoﬂ'il.cfme((@ demd b ¢
Ll

Relation 2 : Dans un tfriangle rectangle, la mesure de chaque cathéte est moyenne

proportionnelle entre la mesure de sa projection sur I'hypoténuse et
I'hypoténuse entiere.

Soit : . -
"’ c Pour o cadhete CH !
B o '_Y_’.E—:E) . meh Les Cé)‘ie% hoymblcxjues e

mch  mBH +Yl(‘m3us semiboleriolan
Semt Proprw“’cw\nul

(MCED) mab m B /'Dcms LAng (Drcsporhcm le_
| prodeut des moyens est
QCJCLI QL prc:duﬂl dan
L extremas.

m ab t\/m AR - mb i

n

u———"

Dence la Qopl’k}kq (-E—é) est mes{enne pYOP0~r+{cmMJLQJ de wmap et mBHA

i

|

b m B

4 hyp. pro }QCT)(lC;W




Relation 3 : Dans un friangle rectangle, le produit des cathétes est égal au produit
de I'hypoténuse et de sa hauteur relative.

Calculons l'aire du triangle rectangle ABC de deux fagons différentes :

B A
hauteur
s 1
hauteur
¢ v
4— base — __» < base ey

_Q = m AT‘O " mbH — <
| ' A=mAC mBC

n
s

i

Ainsi, par‘ transitivité de la relation d'egallfe ona:
'

9 y

mAp .mcH _mAC - mgg
= =
Dovic:  MAB-mCH = m AC »in AC

Exemples : Déterminer la mesure manquante dans chacun des Trnang|es suivants.
Justifier les étapes de ta demarche o~ ; :

C Cl?e)c e ! /'7<7,.ra fa e i’k%",/ : =) /()gi ﬁ[
a) ﬂ,;; connewt: Z Secjniwrf‘) cla ! ‘)7\,/,7.
10 H 4 B
m Eﬁ m;-l—;}. Dewns on ‘tfl(w le) re c‘kxﬂ [ [ ’/vu,ujew‘ Ye,loch Ve,
S — a | h\{pﬁx nose” est ey ennt /{Jm orflommelles entre.
meH MCh les dawy sujvmn‘fs qgu’elle (,(;L'/?rm/ﬂ@ Sur | hypofewoeﬂ

A 4 19 =y )(Z:é‘/O
G X '
X = Vo0
X;'—'“VE—C; et X = Veo

G Mol s
mch =Neco ou mcChH o ¥




)
N Chevele ! YO C hem
R Cen =
Py el #

‘ ‘ s §' /.
C -~ omhca i cacthy E'L et hz,;i:} S
b) 49 \\,,, B ~— T~ '\\..i, o
— H B
50 et L
™ AC _MAH Dans on ‘Manﬁm wepﬁctnsle ,chem!ug cgd-h};t-@ esT
mAs mAC \Mo%e\nna_ p\ropw‘l{mmb& entre sed pre Fe;-;hw
SO Thy potenuse. eb Thypstenose. entiere |
9 . — = x=197
5. 11 T
X %46, 17
fRe(O: mA-_]:l, x L’bl I? . ~ — — T W \\\L .
) c [ 2cotes D Beolen CPUTH-) L
32 / |
24 /f«i cliec ‘he:‘. | )m.u'\ eV y(’[.gj‘( "( we )
A | comnant: 2 et hete s e ﬁ% 4
H B ! N / ’
mMA R :\/(m AO)* + (m 2% Dans unm -hmnglc recJ(onSlc, I“h\{po’fe;mSQ
—— : AU care est eqale o la s ¢
ARVER e & oSt eqale a la sovmme dey covres
L \/ des cothetes .
mAp = 40

MAP « meh = mAC mCB  Dans un {'rlcmalz_ rgc‘fanﬂlc/. le prodect 9&5
gathetes est (;801 au prodc,m,‘ de l’h\//o0<i’€)’!U‘5€>

HO mCh = %2 .2
; et d2 so. heu teur relatrve .

men < 19,2

Rep. mch =172




3. La distance entre deux points

La distance entre deux points A(xi, y1) et B(x2, y2) dans un plan cartésien, notée
d(A, B), est la longueur du segment AB. A partir de l'accroissement des abscisses

(Ax) et de l'accroissement des ordonnées (Ay) entre ces deux points, on utilise la

relation de Pythagore pour calculer d(A, B).

¥4
*‘ T
[
Blx, y,)
"
- PR
jin’%?;’y%)' - A}(/*yz“}‘ \ ' !
g oL d(A.p) Vx4 * -V, )
v Clry ) \ -
AX = X~ X, (618} —
. ‘m@ = \/[)‘L”X/)AZ"'CYL"\Y/)Z
X
‘ Exemples :
1. Déterminer le périmétre du triangle isocéle ci-dessous :
Y4 R (»S‘) q)
A [
B(5,9)
& [ O/ - ,)

OmE)C, V(Xz ¥ ) +[yz y)’
YY'IE)C/ \/(C?‘ F (=~ q)z

Dmap = 1505  @m ac = Vx,-v)® ¢ v

— A VE L N
maB = JOw mAac \/[OQ‘S‘) +(1 o) YHE)C:‘VGU o
_ou | mA‘C/t\/f;O U
AR < 1_5-51 @P:/C) +2Vso «
mAB = |- ol Pr 24,19

(1]

V‘E 10

/Re:p’. he pé/rfmﬁ?’% esT denvirew 29,19t .
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2. Trouver les coordonnées possibles du point A(x, 12), si la distance entre le
point A et le point B est 10 unités et les coordonnées de B sont (-9, 4).

‘y}) (-a.)

A1)

d(R, B -V %y -x,)? h+(yz*$'/)zl

2

)

lOZ :(\/(-Q~x)2 +(4-1)% )

/

binome cavre =+rinomes

g
00 = (-9 -x)* + Y4
LA A e
_\° _100
60 Il +1gy +x% + 64 ~~
\AAr A~

5 = Xt +l¥x + 945 e 'FCLC"’OY!.SC\’

18
;+,Jf ’-q\z O-= (X+D) (X + I‘o”) formule C]vodra‘hqu-&
S = X +9 =) ou x+I1S =0 A ‘bf_\/ bi"qa@
X5 ou x=-IS e

’Rép_ hes coordlovinees poss;lo(zs d poirt A st (=3 2) et (-1, 2) %




4. Enoncés en géométrie

Enoncé 1 : Des droites sécantes, coupées par des paralléles, sont partagées en
segments de longueurs proportionnelles.

Hypothese : Eeliiiian

Montrer que :

Montrer que ABOE ~ ACOD

' Z/EBO = /DCO car, Aen Pou oles
poucllalen ot cme secouto semt isemotrgiies
/BEO = /CDO car, den cannlen Cowes'fafmdwﬂo forman e day

Po\mlfﬂgw et ume  secautny Smt isemo irtqveo

D'oll ABOE ~ ACOD  car, M%%MMMQ%M
TISe'/wwf nc,'wzn Serit! soamblobes

Alors o
mBO _ mEO car, Jes cokes | tue
mC mD ]
semblodoles st PA@;DOJTWMJS
De plus
mag o car, dans ure prapodtiom | on peut 1 e B
m '
les Mmouens poun olotenir ume Y\DU\AUJJL ]W‘O}OOO‘/TO’VZA
Et c// . ! I

™ —— —_— —_— ——— ——
mBO mCO | mBO — mCO | mBC
mEO mDO| mEO-mDO | mED
‘ Donc

mBO mCO mBC

— === par transtivite’ de la veledtic s A=
mEO mDO mED ! —— Ql ive legdl[(?,

procédure additive des proportions

<~ pas o cote’ ole ‘f')’lo:nﬁL@
(&

9
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Exemples :

o — (& olus
1. Soit BE /| CD, trouver mDE et justifier. CQ%)‘ P"d ’ Y \

" ustifications

\

Des Secarres C,OUPPE_,S Per Aan
parmlléle,s Sen D {Dcuf‘fcege;_( en
&amﬁrﬁs de lcmgc»{ws Pmpofhwn&’% \

3
D
(6
3

oy

-
D

)
3
o™
[®]

gls
{
< |
{JJ
>
L
J)

/\QQP: '™m t';D 2 5)35




2%

2. Soit di// d2// ds, trouver la valeur manquante.

! Imposs/b’c d'uﬁ/!’s’f,'(
\ le cas de. similitude AA. /;

N ~

 Justifications

Des secardes CmPeZs

PCUGLU.:?.(.M Somt Pcuj ch)z;yg e SQSYM}VV%S

’ptuf OUUJ

ele [mﬁueu(j’/gm m’hc'mmltto .

xz +° 103
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’l?e,marqua 1A ut: l/ser jay_g?u‘a\n atilise les cotes Pm,LQz./Q(J-O \

’Requuez_:&h‘e phrase remplccs AA .

Remaxqued : On dit que les 4 sonT semblables, clors en fent la propart on C*ﬁ;%
les cotes

Enoncé 2 : Toute droite sécante a deux cdtés d'un triangle et paralléle au troisiéme M’i
c6té forme des triangles semblables.

Si_DE /f [t , alors A ADE ~A _RBC

TN

Soit la figure ci-dessous o les segments BD et CE/5ont paralléles.

Exemple :
Trouver la mesure du segment AC .
A
x+13 D
20 E

TOL)+‘?— Olrcftﬂ S(’:CCU’T"QJ El doy C(‘:‘rﬁé
dun Thcmglc et _fral-lde) oaur trasieme
forme des '('Yla,nﬁ les semnlolaloles .

m A . m BC Les cotes homologues cle ’rnomgbzs
mAC m CG Se ynblables seant pmpmfhwne,[s .
b_ ¢X+L’> = (x+e')(x+/5) : 6-20
X +6 20 X"tk X +15% + 7Y = 120
~l2p IO
X2+ 19x =42, =O 2420 =9
242! = ~q

(x-2)(x+21) =0
Dx-2:0 ou x+21=0
X=2 (e18) x:-—Zl
12 a reypte v

(Ro:p:mz‘c =2+ =%



5. Propriétés des figures planes et des solides

A) Rappels

Isométries : Transformations qui conservent les distances entre deux figures.

Rototiom , TRefleyicrn  Trapslatien

Similitudes : Transformation qui est le résultat d'une isométrie et d'une homothétie.

Par une similitude, I'une des figures est un agrandissement, une
réduction ou une reproduction exacte de l'autre.

Figures et solides isométriques : Des figures ou des solides sont isométriques si :
o Jes_cotes hompoloques semt rSonu%noues
o les angh% howe /0906 Sent 19@4}”4:" i‘iq weés

Figures et solides semblables : Des figures ou des solides sont semblables si

A ) ~
e les cotes hoynolocves ot ,ﬁropovf oneds
o s cmg’es homoloa)ues soxit f\om;Tlﬂjjth

Rapport de similitude (K): /eanmﬁ entre  [es mesoves ol SC(J/’M.Uﬂ"<

}agmcﬁgggg s ﬁ?meg e mz/pas coim blochles |

o K= Mesure 97'(2”6( i K = mesore ,Odﬁ‘
masove homa/c)?ffz mesure /Aumc»/cgue du gm/ﬂdd
/Oe, 7

e Lerapport entre les mesures d'angles homologues est A .
o Des figures ou des solides dont le rapport de similitude est 1, sont dits
[SOne +nc/3ues

13
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B) Figures équivalentes et soldes eguam{éﬁ;

Deux dimensions : Deux _ ‘;lO\UW/S sont équivalentes si elles ont
la MQYYUL QD)

3 Rectangle ? Triangle rectangle Carré
ol 8 o 6cm
e 12 em 6 oan
Arcctangle =heh Amangle = p_h_ Acarré = C2n
. Acarré = 6 5
rectangle q ‘-’ By - I?_ 6
T e = B0 ¢
Arectangle = 5(’)( ,M?' 2 carré !
tnangle 6(0( m

As =Aa = Ay doc les tros ‘f-lg'wes scvit 29;”/06(2/"762’*"

D

Trois dimensions : Deux _&o@idus sont équivalents s'ils ont le
A
Momo ) Volumo

Prisme droit

Pyramide a base carré

Pieges et astuces

Il ne faut pas
comparer l'aire
des faces de deux
solides pour
déterminer s'ils
sont equivalents . 4 cm

5¢an

A= 128 cm?

vcube = 03 Vprisme = Abase *h v 3 Abase o h
3 pyramide ™ T 7

=4 LIS By 3

] 2

2 pyramide = 8 % 5

chbe = (Oqcmb pnsme Cr)qc m 3

vpyramide = QL(Cm > Q

e 5,,({\ eqL V@lzm’\b -

\/Wbt =\/Pn'3mg, :\/p\/ramt{)(o, done les 3 sol
14



Exemples :

. 11§ L'aire de la partie ombrée de I'hexagone régulier ci-contre est de 25
cm?. Déterminer la mesure de la diagonale d'un carré équivalent &

cet hexagone.

D Partie ombree = 32_ he xagone. 2) Dirensier du s
2 _ 25em* Bn =37, Sem? cartl et
a - écfo{vau.n’r a
AL Asg* ' X
q e | - exagor
rewegona ™ 322 Vais e
> 7 .
Qhuugom' 57‘, ale . b, 12cm C
P ATIR
3) ’Dlagomak& du carre © /_/\f
Gl
et at +h°
y " —— { Donyun ‘
V335 + 33§ 7 +ranle Mhn}%
'Re() Let d(aﬂOﬂa(ﬁ manae 7€ om Ve V75 Cw : iﬁg“%:,z\ig' '
. : 2 bbem Cn g £l | ”/ hn{fﬁ?ﬁ?f‘ﬁ?ﬁf&@ gl
ov enylreM i - eyaf a bt somrmt

. \ ’ . ’ . y £ Y ""i
2. Sachant que le triangle et le trapéze sont équivalents, déterminer des mtasur‘es;d”?g @?{kf‘ i
corthetes

s 5 e . .
entiéres possibles pour chacune des bases du trapeze, sila base du triangle
mesure 7 cm et que la hauteur des deux polygones est la méme.

Aa = A Cor s sonl e/q(;u/odpnk
beh =(8+b)h

2 Z
i 78 = (Btb) h
& 2
:)Zh :(f)-l—b)'b (Cle' j€5 deux )")OLUI:‘-U/‘/_ ,5(/{')’\' ‘CS W\/S\lWLQ/)>
e Y\)

h
‘ Fo mH D

’R?:P‘- Bbcm <t bzlem ou B :Sem et bz2emm ou B=Yom et b=3m

13
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3. Soit le cylindre ci-contre. Déterminer la mesure du rayon
d'une boule qui lui est équivalentes.

5am

1) Cylindre z)Vmwiv%mﬂmcg/MSMJ
\ = Mrzh ' e?‘fufvalme S

) Vioode =4S Mem?
V= 1M3%5 2) Yeyon looole

s % "
V=48 T em \ 2 e ’RQP{L,Q mu{OnoQ)
! lew boode est
3 qsme o3 de Viss em?
N e T oL denvirem
i3S T = mr3 o ¥ - 51
4. Dans le cadre de son cours de sciences, Thomas doit transvider le contenu d'un

bocal cylindrique, qui est rempli & moitié, dans un autre bocal en forme de
risme. Les deux bocaux sont équivalents. Déterminer la quantité de liquide,
en millilitres,\contenue dans le bocal cylindrique.

N A AL A ‘//

B \/Cslmdvg, :Vpns’mz, coe s sonl éc(w’i/czh/n’fs Po
Mrzh = Ab- h 5 dm 3?““
m. 12_ (ZXP‘"D = 55 <X -
2Mx + [T = ISX
"ZWX _2-ITX
T % (s
{521k [s-arm
O Hodm ® X
: o 3) ¢ rf
2) Vc%hmim) saanant X26,36 (h=2:0,%+ :,,7g> ) C(/v\uers:;ﬁnu
W Teh 2,108dm® = 2,70 134,
VL kel ) ! ’
25w <27, m

2

Ve |I__Ij___’_u:’_%‘ /Rép:’j[ Vie! 2 701 [ F4 mb dans

3 16 ‘ ;
- e Yol c‘.{lmdnrug‘
V=2 208m> [




